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SIMULACION NUMERICA DEL FLUJO EN RiOS EN GEOMETRIA COMPLEJA CON TRANSPORTE
DE SEDIMENTO Y CONTAMINANTES BASADO EN LAS ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS.

NUMERICAL SIMULATION OF RIVER FLOWS IN COMPLEX GEOMETRY BASED IN THE SHALLOW
WATER EQUATIONS WITH SEDIMENT AND POLLUTANTS TRANSPORT
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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo numérico basado en la resolucién de las ecuaciones de aguas someras que per-
mite el estudio de flujos en geometrias complejas. Se utiliza un esquema de discretizacion de la familia MacCormack, el
cual ha mostrado su eficiencia en la resolucién de las ecuaciones de Euler para flujos compresibles. Esta familia de esque-
mas tiene la ventaja de permitir el estudio de discontinuidades en la superficie libre de flujo guardando la conservacion de
las variables. Debido a que pertenece a un grupo amplio de esquemas, es posible el incremento del orden del mismo con
un minimo de cambios en el cédigo base. Las ecuaciones de Aguas Someras se resuelven en coordenadas curvilineas
generalizadas, con la posibilidad de integrar un estudio integral del transporte de sedimento y contaminantes. A partir del
método de fronteras inmersas, es posible estudiar flujos con cuerpos solidos internos e inundaciones de zonas secas. En
el presente trabajo se presentan resultados obtenidos en diferentes rios del estado mexicano de Tabasco.
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Abstract

A numerical model based on shallow water equations which allows the analysis of complex geometries flows is here pre-
sented. To promote the efficient solution of Euler Equations for compressible flows, a MacCormack discretization scheme
is applied, the main reason being the advantage that these kind of schemes offer to study the free surface flow disconti-
nuities keeping the variable conservation. Also, the increase in the order of the scheme with a minimum of changes in the
base code is another advantage which becomes possible due to the belonging of this particular scheme to a wider family of
schemes. The shallow water equations are solved using generalized curvilinear coordinates, with the possibility to achieve
an integral study which considers both the transport of sediment and pollutants. The analysis of flows taking into account
internal solid objects and floods of dry zones is feasible due to the Immerse Interface Method. Results about river flows in
the Mexican State of Tabasco are here presented and analyzed.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones de aguas someras se obtienen a
partir de una serie de simplificaciones en las ecua-
ciones de Navier-Stokes (Wu, 2007). Estas ecua-
ciones describen el comportamiento de un fluido
en zonas poco profundas, ya sea en costas o en
cuerpos de agua (e.g. rios y lagos). A pesar de las
hipotesis empleadas, los resultados obtenidos de
la solucion de estas ecuaciones, han mostrado una
buena aproximacion con los datos experimental. Asi
también, estas ecuaciones siguen sin tener solucion
analitica, por lo que la solucidbn numérica es la Unica
alternativa viable.

dio de flujos en geometrias mas complejas (Hervout,
2007)

A pesar del facil uso de geometrias complejas, el
consumo de tiempo maquina, asi como de memo-
ria puede resultar grandes, e incluyendo problemas
de convergencia. Ademas, no todos los esquemas
numeéricos que resuelven las EAS son capaces de
mantener la conservacion de las variables resultas.
Esto se hace mas critico cuando se pretenden estu-
diar choques (shocks) en superficies libres. Estos
choques son discontinuidades en las variables del
flujo, producidas por la misma dinamica del flujo
(numeros de Froude mayores a 1) o problemas muy

. - i . especificos como la inundaciéon de zonas secas, asi
Debido a la similitud matematica de las ecuaciones

de aguas someras (EAS) y las ecuaciones de Euler,
el uso de esquemas numéricos para resolver flujos
compresibles se ha generalizado en la resolucién de
las EAS. Por otro lado, el uso mas frecuente de los
elementos y volumenes finitos ha permitido el estu-

como el rompimiento de una presa.

En flujos compresibles se ha comprobado que exis-
ten dos tipos de esquemas, que guardando la con-
servacion de las variables, permiten el estudio de los
choques (en este caso choques sonicos). Los prime-
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ros resuelven el problema de Riemann en la interface
del choque y los segundos son una combinacién de
métodos de diferente orden que permiten un cierto
alisamiento de la discontinuidad (Laney, 1998)

La familia de esquemas del tipo MacCormack esta en
la segunda clasificacion. En general son esquemas
con dos sub-espacios de tiempo, corrector-predictor,
que le permiten un segundo orden en el tiempo. El
esquema base, creado por MacCormac (Fletcher,
1988) es de orden dos en tiempo y espacio. A pesar
de que se ha observado que es capaz de manejar
choques sénicos (numeros de Mach cerca de la uni-
dad), comunmente se le agrega un paso TVD (Total
variation diminishing) que le permite el estudio de flu-
jos con choques mas intensos (Toro, 2001)

Otras ventajas de esta familia de esquemas, son las
siguientes: sencillos de codificar; permiten el uso de
geometrias curvilineas, son relativamente poco con-
sumidores tanto de tiempo como de memoria y es
una familia muy amplia de esquemas. Esta ultima
cualidad es de gran importancia, pues permite el in-
cremento en el orden del esquema con pocas modi-
ficaciones en el cédigo base. Asi se puede pasar a
ordenes de hasta 4 o 6 en tiempo, mas de 8 en es-
pacio y sobre todo permite la utilizacion de esque-
mas compactos que son mucho mas eficientes que
las tradicionales diferencias finitas. Por lo anterior el
presente trabajo esta basado en el esquema base de
MacCormack (orden dos en espacio y tiempo) con
las modificaciones propuestas por Liang et al. (Liang
et al., 2007).

Para representar la geometria compleja, las ec-
uaciones de aguas someras son resueltas en co-
ordenadas curvilineas junto con un método de fron-
teras inmersas. Igualmente, se plantea la posibilidad
de integrar un modelo de transporte de sedimentos
y contaminantes.

ECUACIONES DE GOBIERNO
Segun Liang et al. (Liang et al., 2007), las ecuaciones

de aguas someras se pueden escribir de la siguiente
I

A 4

onot+agxox+aqydy=0 (1)

agxat+apax2H+gn22+ghm ox+opgxqyHaoy=
-gnohox-gaxgx2+qy2H2C2+T.T_X (2)

aqyat+apaxqyHox+apqy2H+gn22+ghm dy=
-gnohdy-gqygx2+qy2H2C2+T.T_Y (3)
donde t es el tiempo, 1 es la elevacion de la superfi-
cie libre sobre un valor de referencia, q, y q, son los
gastos por unidad de ancho en cada direccion, 3 es
el factor de correccion para flujos no uniformes en
la vertical (3=1.016), H es la altura de la superficie
libre total (H=h+mn, ver Figura 1), g la aceleracion de
la gravedad, y C es el coeficiente de Chezy.

El dltimo término de la derecha en ambas ecua-
ciones de conservacion de cantidad de movimiento
(ecuaciones (2) y (3)) son los términos turbulentos
viscosos, los cuales son dados por (Wu, 2007):

T.T_Y=00x2vtHoudx+3dyvtHaudy+vox  (4)

T.T_Y=00dy2vtHovoy+doxvtHoudy+ovax  (5)

donde v, es la viscosidad turbulenta, obtenida a partir
del modelo k-¢ para flujos en aguas someras, uy v
son las velocidades en las direcciones x y y, obteni-
das como: q /Hy qy/H respectivamente.

El sedimento suspendido se modela a partir de la
ecuacion de conservacién para un escalar pasivo
(Wu, 2007). Por el momento el peso del sedimento
no afecta el comportamiento del flujo (Cao & Pender,
2004):

dHcot+dgxcox+aqycay=
9doxDtHocox+ddyDtHaocoy+Sc (6)

donde cesla concentracion de sedimento suspendido
en el agua y D, es el coeficiente de difusion turbulen-
to, relacionado a partir de un numero de Schmith con
la viscosidad turbulenta. El término S, comprende
los términos fuente en la interface entre la zona del

Flujo

ref

/\L_ﬁ_/\/

Figura 1. Configuracion del flujo en aguas someras.
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lecho del rio y la del flujo de agua en movimiento
(sedimentacion/erosion). Ambos términos seran ob-
tenidos a partir de ecuaciones empiricas (Chanson,
2004; Van Rijn, 1993). A partir de esta consideracion,
la altura del piso cambiara de acuerdo a:
1-pohot=-Sc (7)

donde p es la porosidad del sedimento. De igual for-
ma, el transporte de sedimento por arrastre de fondo
(9,), puede ser obtenido a partir de alguna formula
empirica para cada punto de la malla computacional
(Chanson, 2004; Van Rijn, 1993). En este trabajo
se ha utilizado la ecuacion de Meyer-Peter & Muller,
dada por:

gbiG-1gd3=sgnu8(t*-0.047)3/2 (8)

donde G es la relacién entre las densidades del sedi-
mento y del agua, d es el tamafio medio de los gra-
nos del sedimento y . el esfuerzo cortante en el piso.
La funcién sgn(u) proporciona la direccién y la mag-
nitud relativa de cada componente de un vector. A
partir de conocer los flujos de sedimento por arrastre
de piso por unidad de ancho en cada celda y en cada
direccion, se tiene que (Cao, 2004):
1-pdhdt+aqbxaox+aqbyady=0 (9)

donde g, se obtiene con sgn(u) y d,, con sgn(v). Las
ecuaciones (7) y (9) se pueden combinar para gen-
erar una sola.

El transporte de contaminantes, igualmente se puede
realizar a partir de una ecuacion de transporte de un
escalar pasivo, con sus adecuados coeficientes de
difusién y términos fuente (Wu, 2007).

METODO DE SOLUCION
Esquema numérico

Se basa en el esquema explicito MacCormack de or-
den 2 en tiempo y espacio. Este método consiste en
dos sub-pasos de tiempo (esquema Runge-Kutta de
segundo orden), predictor-corrector, donde la direc-
cion de las derivadas de primer orden se cambia en
cada uno de los sub-pasos. Esto genera un esquema
global de segundo orden en el espacio (Liang et al.,
2007).

En forma matricial las ecuaciones (1) a (3), se pueden
representar de la siguiente forma:

oUdt+oF ox+0Gay=S (10)

donde U es el vector:

U=(n,ax,qy)T (1)

De la ecuacion (10) F y G son los flujos en las direc-
ciones x y y respectivamente:
F=gxBax2H+gn22+ghnpaxqyH;
G=qypaxqyHpax2H+gn22+ghn  (12)

donde S es el término fuente que engloba todos los
términos restantes de las ecuaciones (1) a (3). El es-
quema en una dimensién queda como:
Uin+1/2=Uin-AtAxFin-Fi-1n+AtSin
Uin+1=12(Uin+Uin+1/2)-At2AxFi+1n+1/2-
Fin+1/2+At2Sin+1/2+TVDi (13)

Este esquema es rapidamente escalable, con un
minimo de cambios en el cédigo base, a esquemas
de la familia MacCormack de orden mayor, como el
esquema de orden 2 en tiempo y 4 en espacio (Gott-
lieb & Turkel, 1976) o los esquemas semi-compactos
(Kennedy & Carpenter, 1997).

Para flujos con pendiente suave o numeros de
Froude pequefios, este esquema es mas que sufi-
ciente para modelar el flujo. Sin embargo, si el flujo
presenta cambios de seccion transversal abruptos,
zonas secas, cambios importantes de la altura de la
superficie libre o numero de Froude mayores a uno,
es necesario el uso del término TVD, ecuacion (13).
El término TVD usado, utiliza 5 puntos centrados y
sblo es usado en el segundo sub-paso, corrector
(Liang et al., 2007). Este término tiene la siguiente
forma:
TVDi=Gri++Gri+1--AUi+1/2n-Gri-1++Gri--AUi-1/2n
(14)

AUi+1/2n=Ui+1n-Ui n;

AUi-1/2n=Uin-Ui-1n (15)

ri+=Ani-12n-Ani+12n+Aqgxi-12n-Agxi+12n+Aqyi-12n-
AQyi+12nAni+12n-Ani+12n+Agxi+12n-Agxi+12n+Aqy
i+12n-Aqyi+12n (16)

ri-=Ani-12n-Ani+12n+Aqgxi-12n-Agxi+12n+Aqyi-
12n-Aqyi+12nAni-12n-Ani-12n+Aqgxi-12n-Agxi-
12n+Aqyi-12n-Aqyi-12n (17)

La funciéon G() de la ecuacion (14) esta dada por:
Gx=0.5CHx (18)

v¥x=max (0,min2x,1) 19)

C=Cr1-Cr, Cr=0.50.25 Cr>0.5 (20)

En la ecuacién (20) Cr es el numero de Courant
local:

Cr=u+gHAtAXx (21)

Coordenada curvilineas generalizadas

Con el fin de permitir el uso de geometrias complejas,
se utilizan coordenadas curvilineas generalizadas.
Esto significa que las regiones con celdas deforma-
das en el espacio fisico son mapeadas a un espacio
cubico con celdas regulares en donde las EAS son
resueltas numéricamente (Figura 2). Los resultados
son devueltos al espacio fisico a través de un mapeo
inverso. La funcién de mapeo es una matriz Jacobi-
ana de transformacion. Los términos de esta matriz
se obtienen con los mismos esquemas usados para
las derivadas del esquema MacCormack (Fletcher,
1988).

Zona seca y modelacion de obstaculos.

Si bien el presente modelo permite la utilizacion
de coordenadas curvilineas generalizadas, y por lo
tanto geometrias complejas. En algunas ocasiones
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se pueden presentar zonas donde la distorsion de
la malla produce la formacién de inestabilidades. Ig-
ualmente se pueden presentar obstrucciones dentro
del flujo (i.e. islas y pilotes) o se quiera estudiar la
inundacién de zonas secas. Para tal motivo se ha
hecho una extrapolacion de un método llamado
“fronteras inmersas” (de la Lama, 2009), utilizado en

Lx 1)
U/

Figura 2. Coordenadas curvilineas generalizadas.

la dinamica de gases. Este método, permite diferen-
ciar una zona “humeda”, donde el agua fluye, de una
zona “seca”, donde no hay agua. La diferenciacion
se obtiene a partir de una bandera que vale 1 para
zonas humedas y 0 para zonas secas. Cuando una
celda tiene valor de bandera 0, las ecuaciones no se
resuelven en ésta y se impide el flujo de agua de una
zona humeda a una zona seca.

En el caso de obstrucciones como pilotes o islas,
que permanecen en todo el transcurso de la simu-
lacién, ningun cambio en la distribucién de las ban-
deras se tiene que realizar. Sin embargo, en el caso
de inundaciones de zonas secas o del secado de
zonas humedas, la distribucion de las banderas debe
de ser dinamica y modificarse continuamente.

En estos casos, la zona seca se diferencia de una
humeda si la elevacioén de la superficie libre es menor
(o mayor) a un altura de referencia:

Hi=Hcrit; Zona HimedaHi<Hcrit; Zona Seca

(22)

Cuando la elevacion de la superficie libre del agua
en una celda, H, es inferior a H_,, automaticamente
la bandera toma el valor de cero. Cuando una celda
aledana a otra con bandera cero tenga dos veces el
valor de H_,, ambas celdas toman el valor de H_,
y la bandera igual a uno. El procedimiento anterior
asegura la conservacién de masa.

Una forma de evitar el comportamiento escalonado
del flujo debido a la obstruccion de ciertas celdas,
ver Figura 3, es a partir de la utilizacién de interpo-
laciones de diferentes 6rdenes que evitan este com-
portamiento (de la Lama, 2009).

Figura 3. Fronteras inmersas y la formacién de un
comportamiento escalonado (izquierda). Utilizacién
de interpolaciones (derecha).

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se basan en convertir
un problema de Riemann bi-dimensional en un prob-
lema de Riemann uni-dimensional equivalente en
la frontera. Esto se obtiene a partir de la teoria de
bi-caracteristicas en las fronteras al desarrollar un
promediado lineal a lo largo de la interface. A partir
de aqui se permite construir condiciones de frontera
subcriticas y supercriticas. Para el presente trabajo
se considerd una entrada subcritica, en la cual se
fijan los gastos en ambas direcciones, teniendo que
calcular la altura de la superficie libre. Igualmente se
consider6 una salida subcritica, donde se fija la al-
tura de la superficie libre o el gasto longitudinal, cal-
culando a partir de las relaciones de condiciones de
frontera el resto de las variables (Guinot, 2003).

Planteamiento de problema

Como parte del estudio hidrico del estado de Ta-
basco, se han desarrollado diversos estudios tanto
experimentales como numéricos. Una parte funda-
mental en el estudio, debido a su complejidad, es el
desarrollo de herramientas numéricas que permitan
un estudio detallado del flujo del rio. Diferentes her-
ramientas se han desarrollado, entre las cuales la
presente.

Cerca de la capital del estado de Tabasco, Villaher-
mosa, el rio Mezcalapa se bifurca en dos ramas, rio
Samaria y Carrizal. Cuando el gasto en el rio Carrizal
supera el critico, produce inundaciones catastréficas
en la ciudad. Con el fin de controlar el gasto de las
dos ramas, se han desarrollado diferentes proyectos
basados en la creacion de obras de control. Sin em-
bargo, es de suma importancia el estudio del flujo,
no sélo cerca de estas obras, sino tanto aguas arriba
como aguas abajo (Jiménez et al., 2007). En la Fig-
ura 4 se observa una fotografia satelital de la zona a
estudiar, junto a la batimetria del rio.
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DETALLES NUMERICOS

El dominio computacional tiene un tamafo de
Ly=6.1km de ancho (direccion y) por Lx=6.8km (di-
reccion x) de largo y comprende la zona de la bi-
furcacion. ElI dominio esta constituido por 500 nodos

Bifurcacion -

| Carnzal

en la direccién x y 750 nodos en la direccién y. El
tamafio de las celdas en todo el dominio computacio-
nal es homogéneo.

A partir de la topografia y batimetria del lugar, la for-
ma del rio se fue aproximando a polinomios de orden

Bifurcacion

Mezcalapa

Figura 4. Zona de estudio.

superior, con el fin de ir dibujandola sobre la malla.
Con este procedimiento se pudieron aproximar muy
bien la geometria real y computacional del rio. La
figura 5 muestra el procedimiento seguido.

El célculo es inicializado con una velocidad longi-
tudinal promedio, obtenida en funcion del gasto,
u,=0.9496 m/s y v,=0.0 m/s, y la altura de la superfi-
cie libre promedios. El flujo entra por la parte izquier-
da del dominio con un gasto conocido de 3300 m¥/s,
mientras que sale por la parte izquierda con alturas
de la superficie libre conocida de H=6.0 m.

El consumo de memoria RAM para el presente caso
es de =400MB y el tiempo de célculo es de =9.6 hor-
as para cada hora de simulacion real del rio.

RESULTADOS NUMERICOS.

Diferentes pruebas de flujos sencillos en canales con
topes, contracciones y obstrucciones, asi como el del
rompimiento de presas, transporte y reflexion de on-
das e inundaciones se han realizado para validar el
buen funcionamiento del cédigo. En este trabajo se
presentan los resultados obtenidos para la geometria
antes descrita de la bifurcacion del rio Mezcalapa.

En la Figura 6 se muestran los contornos de las ban-
deras para diferenciar la zona mojada de la zona
seca. De esta figura se observa que el método de-
scrito anteriormente trabaja correctamente, pues los
valores de bandera rojos (=1) se encuentran todos
en la zona alta de la superficie, lo que indica que solo
en estos nodos el agua fluye. Fuera de esta zona
(bandera=0, zona azul), la resolucién de las ecua-
ciones se congela no permitiendo su evolucién. La
altura de la superficie en la direccién z es proporcio-

nal con la altura de la superficie libre del agua (este
valor fue multiplicado por un factor de 1000.0). A
partir de este escalamiento, se pueden observar las
ondas en la superficie libre, creadas por la topografia
del lugar. Cabe destacar la reflexién de estas ondas
en la bifurcacion, asi como en ambas margenes del
rio Samaria. La Figura 6b, muestra los vectores de
velocidad en la entrada del dominio computacional,
hasta la bifurcacion. De esta figura, cabe destacar,
que no existe flujo de agua de la zona mojada a la
seca.

En la figura 7 se muestra el contorno de la magni-
tud de la velocidad (u=u2+v2 ), donde se observa
las zonas de mayor velocidad, principalmente en las
zonas de estrangulamiento y en la salida del rio Car-
rizal, donde su ancho se reduce drasticamente. Dos
zonas interesantes estas remarcadas en esta figura,
la primera donde el ancho del rio Mezcala se reduce,
aumentando la velocidad del flujo, este aumento pro-
duce una zona de recirculaciéon en la nmargen dere-
cha del rio, en un ensanchamiento abrupto. Estas zo-
nas de alta/baja velocidad son de suma importancia,
pues son zonas propensas a tener una evolucién im-
portante del lecho, ya sea por erosién o deposicion.

En la zona de la bifurcacion se ha comprobado que
el gasto que se va por la rama del rio carrizal es de
39.8%, valor alto, pues experimentalmente se ha
visto que este valor es de 33%. Esto debido a que
en esta simulacion no se tomaron en cuenta las islas
dentro del rio, que permite el libre transito hacia los
rios, cosa que no sucede por la parcial obstruccion de
la entrada del rio Carrizal (ver Figura 4). En un estu-
dio tridimensional del flujo (Sanchez et al., 2009), se
observé que la cantidad de agua que fluia por el rio
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Malla computacional

Batimetria/Topografia

Malla computacional con geometria
del rio

A

Polinomio de alto orden

y=as+a,X+a;x%+a 3t agx?

. Agua (1) . Piso (0)

Figura 5. Generacion de la malla computacional y grabado de la forma del rio a partir
de transformar la batimetria en polinomios de alto orden.

Yy
A

b)

Figura 6. a) Contorno del valor de la bandera que indica las zonas secas y mojadas.
b) Campos de velocidad en una seccion del rio.

Carrizal era de 27%. En simulaciones recientes, con
este modelo bidimensional, se esta considerando las
islas, que han sido creadas igualmente a partir de
la aproximacion de su forma por polinomios de alto
orden.

Comparando los resultados obtenidos en el modelo
tridimensional (Sanchez et al., 2009) y el presente
modelo bidimensional, se puede ver que la magnitud
de las velocidades son similares y en general el pa-
tron del flujo es similar (Figura 8). Cabe destacar que

las principales diferencias se obtienen en las zonas
influenciadas por las islas, marcadas con numero en
esta figura. En el punto 1 la simulacion tridimensional
muestra valores mas altos de velocidad debido a
una isla en la margen derecha del rio que obstruye
aun mas el cauce de éste. En la zona 2 sucede lo
contrario, debido a la gran isla que se forma aguas
debajo de la bifurcacién, el gasto que entra al rio car-
rizal es menor que en la simulacién bidimensional.
Al ser menor el gasto, por consecuencia, igualmente
las velocidades maximas en este rio son menores.
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Figura 8. Comparacion de velocidades entre el modelo presente (izquierdo)
y un modelo tridimensional (Sanchez, 2009) (derecho).

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presenta un modelo de
aguas someras en el cual las ecuaciones son resuel-
tas mediante un método de diferencias finitas. En la
discretizacion es utilizado un método de la familia
MacCormack, aproximando la batimetria del rio y la
topografia del lugar mediante el uso de polinomios
de alto orden. El efecto de escalonamiento por el uso

de fronteras inmersas se evita por el uso de una in-
terpolaciéon de segundo orden.

Este modelo fue aplicado en la simulacién de la bifur-
cacion del rio Mezcalapa. Los resultados numéricos
muestran una buena aproximacion a los experimen-
tales y las diferencias se deben a la no inclusion de
las islas, las cuales muestran que tienen un efecto
importante en la distribucion de gastos en ambas ra-
mas de la bifurcacioén.
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Dada la simplicidad del modelo, el mismo muestra
ser una herramienta util en el estudio de flujos com-
plejos en rios.
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